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A B S T R A C T  A R T I C L E I N F O 

В этом статье приводится постановка корректной краевой 

задачи для уравнения смешанного эллиптико-параболического 

типа. При определённых условиях на коэффициенты и правую 

часть уравнения доказывается корректности этих задач в 
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 Рассмотрим дифференциальное уравнение 

𝐿𝑢 ≡ (−1)[
𝑝

2
]+1𝐾(𝑡)𝒟𝑡

𝑝𝑢 + (−1)𝑚+1 ∑ 𝒟𝑥
𝛼(𝑎𝛼𝛽𝒟𝜆

𝛽
𝑢) + 𝐵𝑢 = 𝑓|𝛼|,|𝛽|=𝑚       (1) 

𝐵𝑢 = ∑ 𝐾𝑖(𝑥, 𝑡)𝒟𝑡
𝑖𝑢 + ∑ 𝑏𝛼(𝑥, 𝑡)𝒟𝑥

𝛼𝑢
|𝛼|≤2𝑚−1

𝑝−1

𝑖=1

, 

𝒟𝑥
𝛼𝑢 =

𝛿|𝛼|𝑢

𝛿𝑥1
𝛼1…𝛿𝑥𝑛

𝛼𝑛 ;   𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛), |𝛼| = ∑ 𝛼𝑖,    𝛼𝑖 ∈ 𝑁𝑛
𝑖=1   

Где 𝑝 ≥ 1, 𝑚 ≥ 1 – целые числа, 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ Ω, Ω-область, ограниченная достаточно гладкий 

замкнутой поверхностью γ в 𝑅𝑛, 𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺 = Ω × [0, 𝑇], Г = 𝛾 × [0, 𝑇]. 
Предлагается, что коэффициенты уравнения (1) гладкие и удовлетворяют следующим условиям: 

𝐾(𝑡) > 0, 𝑡 > 0; 𝐾(0) = 0; 𝑎𝛼𝛽(𝑥, 𝑡) = 𝑎𝛽𝛼(𝑥, 𝑡), 

∑
|𝛼|,|𝛽|=𝑚

𝑎𝛼𝛽𝜉𝛼+𝛽 ≥ 𝒱(𝜉)2𝑚, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, 𝒱 > 0. 

Задача. В области 𝐺 ищется решение уравнения (1) такое, что 
𝛿𝑘𝑢

𝛿𝑛𝑘 │Г = 0, 𝐾 = 0, 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (2) 

𝒟𝑡
𝑖𝑢│𝑡=0 = 0, 0 ≤ 𝑖 ≤ [

𝑝−1

2
] − 1;  𝒟𝑡

𝑗
𝑢│𝑡=Г = 0, 0 ≤ 𝛾 ≤ [

𝑝

2
] − 1 (3) 

Где 𝑛 = (𝑛1, … , 𝑛𝑛, 𝑛𝑖) –внутренняя нормаль 𝐾, Г. 
В настоящей работе при определенных условиях на коэффициенты уравнения доказана существования 

единственного регулярного решения задачи (1)-(3) в весовом пространстве Соболева. Через 

𝐶𝐿 обозначим класс гладких функций в �̅�, удовлетворяющих краевым условиям (2)-(3). 
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1. При 𝜌 = 2𝑆 для простоты положим 𝐾2𝑆−1 = (−1)𝑆+1𝑎(𝑥, 𝑡), 𝐾2𝑆−2 = (−1)𝑆+1𝑏(𝑥, 𝑡) и будем 

считать, что функция 𝛽(𝑥) = 𝛼(𝑥, 0) − 𝐾𝑡(0) ≥ 0. Пусть 𝐻𝐿 весовое пространство Соболева, которое 

получено  пополнением класса С𝐿 по норме 

‖𝑢‖𝐿
2 = ∫

𝐺
[𝐾2(𝒟𝑡

2𝑆𝑢)2 + 𝐾 ∑
1≤|𝛼|≤𝑚

(𝒟𝑡
𝑆𝒟𝑥

𝛼𝑢)2] 𝑑𝐺 + ‖𝑢‖2𝑚
2 , 2𝑆 − 1 

Где ‖∙‖ - норма пространства 𝑊2
𝑚,𝑆(𝐺) [1]. 

Рассмотрим вспомогательные операторы:  

𝐿0𝑢 = (−1)𝑆+1[𝐾(𝑡)𝒟𝑡
2𝑆 + 𝑎1𝒟𝑡

2𝑆−1𝑢 + 𝑏1𝒟𝑡
2𝑆−2𝑢] + (−1)𝑚+1∆𝑚𝑢 + 𝑐1𝑢 

𝑃𝑢 = (−1)𝑆+1𝒟𝑡
2𝑆−1𝑢 + (−1)𝑚+1∆𝑚𝑢, 

Где 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 – некоторые константы. 

Лемма1. При достаточно больших 𝑎1 > 0, −𝑏1 > 0, −𝑐1 > 0 для всех 𝑢 ∈ 𝐶𝐿 Имеет место 

неравенство 

(𝐿0𝑢, 𝑃𝑢)0 ≥ 𝑚3 [∫ 𝐾

𝐺

∑
|𝛼|=𝑚

(𝒟𝑡
𝑆𝒟𝑥

𝛼𝑢)2 𝑑𝐺 + ‖𝑢‖2𝑚,2𝑆−1
2 ] , 𝑚3 > 0 

. 

Доказательство. Для любой функции 𝑢(𝑥, 𝑡) из 𝐶𝐿 справедливо неравенство 

(𝐿0𝑢, 𝑃𝑢)0,0 =
1

2
∫

𝑡=0
[(𝑎1 − 𝑎 + 𝑆𝐾𝑡)(𝐷𝑡

𝑆−1𝑢)2 + (𝑎1 + 1 − 𝑆𝐾𝑡𝐷𝑡
𝑆−1𝑉2)]𝑑𝑥 + 

+
1

2
∫

𝑡=Г
𝐾(𝐷𝑡

𝑆−1𝑢)2𝑑𝑥 + ∫
𝐺

{𝑎1 −
1

2
𝐾𝑡(𝐷𝑡

𝑆−1𝑢) + (∆𝑚𝑢)2 +} 𝑑𝑥 + 

+𝐾(𝐷𝑡
𝑆𝑢) + [−𝑏1 −

𝑆2

2
𝐾𝑡𝑡] (𝐷𝑡

𝑆−1𝑢)2 − 𝑐1𝑢2 + 𝐾(𝐷𝑡
𝑆𝑉)2 + 

+ [−𝑏𝑡 −
𝑆2

2
𝐾𝑡𝑡] (𝐷𝑡

𝑆−1𝑢)2 + [(−𝑐1 + 1)𝑉2]𝑑𝐺 

Где 𝑉 = (−∆)
𝑚

2⁄ 𝑢, а интегральные члены, обозначенные многоточием, играют подчиненную роль. Из 

последнего равенства на основании неравенств Коши, Гординга и теоремы вложения следует 

утверждение леммы1. 

Теорема1. Пусть числа 𝑎1 > 0, −𝑏1 > 0, −𝑐1 > 0 является достаточно большими. Тогда для любой 𝑓 ∈
𝐿2(𝐺) уравнение 𝐿0𝑢 = 𝑓 имеет единственное решение в пространстве 𝐻𝐿 и справедлива оценка 

‖𝑢‖𝐿 ≤ 𝑚‖𝑓‖0,0, 𝑚 > 0. 

Доказательство. Пусть {𝜓𝐾} – фундаментальная система в 𝑊2
2𝑚,2𝑆(𝐺) ∩ 𝑊2

𝑚,𝑆(𝐺) ортонормированная 

в 𝐿2(𝐺). В качестве базиса {𝜑𝐾} возьмем решения краевой задачи: 

𝑃𝜑𝑒 = 𝜓𝑒 ,   𝑒 = 1,2, …   (4) 
𝛿𝑖𝜑𝑒

𝛿ℎ𝑖 │Г = 0, 𝑖 = 0, 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅;  𝐷𝑡
𝑗
𝜑𝑒│𝑡=0

𝑡=𝑇
= 0, 𝑗 = 0, 𝑆 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 𝐷𝑡

𝑆−1𝜑𝑒│𝑡=𝑇 = 0  (5) 

В силу [2] задачи (4)-(5) имеет единственное решение 𝜑𝑒 из 𝑊2
2𝑚,2𝑆(𝐺). Приближенные решения 

𝑢𝑉(𝑥, 𝑡) ищем в виде 

𝑢𝑉 = ∑ 𝐶𝑘
𝑁𝜑𝑘(𝑥, 𝑡)𝑁

𝑘=1   

из системы алгебраических уравнений 

(𝐿𝑒𝑢𝑁 , 𝜓𝑘)0,0 = (𝑓, 𝜓𝑘)0,0, 𝑘 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅         (6) 

Умножим каждое из (6) на 𝐶𝑘
𝑁 и сложим по 𝑘 ой 1 до 𝑁. Получим равенство 

(𝐿𝑒𝑢𝑁 , 𝑃𝑢𝑉)0,0 = (𝑓, 𝑃𝑢𝑉)0,0 

Из которого, в силу леммы1 следует оценка 

∫
𝐺

𝐾 ∑
|𝛼|=𝑚

(𝒟𝑡
𝑆𝒟𝑥

𝛼𝑢𝑉)2 𝑑𝐺 + ‖𝑢𝑉‖2𝑚,2𝑆−1
2 ≤ 𝑚, ‖𝑓‖0

2  (7) 

Отсюда вытекает разрешимость системы (6), ибо для не имеет место теорема единственности. 

Действительно, если 𝑢𝑉 было бы решением однородной системы (6), то из (7) следовало бы, что  
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𝑢𝑉 = 0 в 𝑊2
2𝑚,2𝑆−1(𝐺) значит, имеем 0 = 𝑃𝑢𝑉 = ∑ 𝐶𝑘

𝑁𝜓𝑘
𝑁
𝑘=1 . 

Тогда 𝐶𝑘
𝑁 = 0 при 𝑘 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. Благодаря (7) можно переходит к пределу 𝑁 → ∞ 

в равенстве 

(𝑓, 𝜓𝑒)0,0 = (𝐿0𝑢𝑉, 𝜓𝑒)0,0 = (−1)𝑆∫
𝐺

𝒟𝑡
2𝑆−1𝑢𝑉𝒟𝑡(𝑘𝜓𝑒)𝑑𝐺 + ⋯ 

на основания этого нетрудно видеть, что для предельной функции 𝑢(𝑥, 𝑡) из 𝑊2
2𝑚,2𝑆−1(𝐺) такой, что 

√𝑘𝒟𝑡
𝑆𝒟𝑥

𝛼𝑢 ∈ 𝐿2(𝐺) при  |𝛼| ≤ 𝑚, выполнено тождество 

(𝑓, 𝜂)0,0 = (−1)𝑆∫
𝐺

𝒟𝑡
2𝑆−1𝑢𝑉𝒟𝑡(𝑘𝜂)𝑑𝐺 + ⋯ 

для любых 𝜂 из �̇�2
𝑚,𝑆(𝐺). Следовательно уравнение 𝐿𝑒𝑢 = 𝑓 удовлетворяется в смысле 

распределений в 𝐺. Тогда из самого уравнения следует, что 𝑘𝒟𝑡
2𝑆𝑢 принадлежит 𝐿2(𝐺). Теорема 

доказана. 

В силу теоремы1 методом продолжения по параметру доказывается теорема2.  

Теорема2. Пусть коэффициенты 𝑏0(𝑥, 𝑡) < 0 и |𝑏0| достаточно большой. Кроме того выполнены 

условия 

2𝑏 − (2𝑆 − 1)𝑎𝑡 + 𝑆2𝐾𝑡𝑡 ≤ −2б < 0 

𝑎(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑎(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ; 𝑎(0) − 𝑆𝐾𝑡(0) ≥ б > 0 

Тогда для любой 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺) существует единственное решение задачи (1)-(3) из пространства 𝐻𝐿 при 

𝑝 = 2𝑆. 
При 𝑝 = 2𝑆 + 𝐾2𝑆 = (−1)𝑆+1𝑎(𝑥, 𝑡). Обозначим через 𝑊𝐿  анизотропное пространство Соболева с 

весом, полученное замыканием 𝐶𝐿 по норме 

‖𝑢‖𝐿
2 = ‖𝑢‖2𝑚,2𝑆

2 + ‖𝐾𝒟𝑡
2𝑆+1𝑢‖0,0

2  

Лемма2. Пусть коэффициенты 𝑏0(𝑥, 𝑡) < 0 и |𝑏0| достаточно большой и  

2𝑎(𝑥, 0) − (2𝑆 + 1)𝐾𝑡(0) ≥ б > 0 

Тогда существует числа 𝜆 > 0 такое, что выполнено неравенство 

∫
𝐺

𝑒−2𝜆𝑡𝑢𝐿𝑢𝑑𝐺 ≥ 𝑚0‖𝑢‖𝑚,𝑆
2 , 𝑚0 > 0 

Лемма3. Пусть выполнены условия лемма2 и 𝑎(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ℎ0], 0 < ℎ0 < 𝑇. 

Тогда для любой функции 𝑢 ∈ 𝐶𝐿 справедливо коэрцитивное неравенство 
‖𝐿𝑢‖0,0 ≥ 𝑚‖𝑢‖𝐿 , 𝑚 > 0. 

Доказательство леммы 2,3 проводится аналогично доказательству соответствующих лемме из [2]. 
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