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A B S T R A C T  A R T I C L E I N F O

  

Цель данной статьи - представить эффективную численную 

процедуру аппроксимации обобщенных интегральных 

уравнений Абеля первого рода. По этой причине применяются 

метод квадратурных формулах для получения решений 

обобщенных интегральных уравнений Абеля. Также 

проиллюстрирован анализ ошибок представленного метода. 

Приведено несколько примеров, а численные результаты 

показывают точность и эффективность этого метода. 

 

 Received: 20th   October 

2022 

Revised:20th  November 

2022 

Accepted:28th   December 

2022

 
K E Y W O R D S: 

Сингулярные 

интегральные уравнения, 

квадратурная формула, 

обобщенное 

интегральное уравнение 

Абеля. 

 

 

 

Введение 

Обобщенное интегральное уравнение Абеля является частным случаем линейного интегрального 

уравнения Вольтера первого рода. Обобщенное уравнение Абеля - одно из интегральных уравнений, 

которое непосредственно приводит к какой-то конкретной задаче физики, механики и других наук [1-

7]. Сегодня во многих областях естественной науки распространены задачи, приводящие к решению 

линейных интегральных уравнений типа Абеля. Уравнениям типа Абеля всегда уделялось особое 

внимание [8-19]. Ряд работ посвящены вопросам существования, единственности и устойчивости 

решений уравнений этого класса [20-31]. В данной работе мы рассмотрим следующую обобщенную 

интегральную уравнению Абеля первого рода 
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где ( )f x  данная функция и ( )s неизвестная функция. 

К сингулярным интегральным уравнениям подходили с помощью многих подходов, в основном 

с помощью численных методов, таких как метод гомотопии, метод вейвлетов Галеркина, метод 

разложения Тейлора и других методов. Мы сосредоточимся на методах, которые гарантируют 

существование единственного решения любого сингулярного интегрального уравнения с 
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особенностью, связанной с тем, что ядро ( )x s −−  становится неограниченным в своей области 

интегрирования [32-47]. 

 

Решения уравнения Абеля 

Решение уравнения Абеля (1) может быть дано, если воспользоваться формулой: 
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Действительно, в интеграле (2) с помощью преобразованием Эйлера 
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Перепишем формулу (2) так: 

( )( )

x

z

ds

x s s z
=

− −
 ; 

умножим эту последнюю на произвольную функцию ( )z  и проинтегрируем в пределах от 0 до x : 

0 0
( ) ( )

( )( )

x x x
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ds
z dz z dz

x s s z
  = 

− −
   . 

Меняя порядок интегрирования в правой части, получим: 
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Заметив это, мы решим уравнение (1) при условии (0) 0f = , если примем: 

0
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следовательно 
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Если же (0) 0f  , то мы, очевидно, должны присоединить к решению (3), получаемому для 

( ) (0)f x f− , ещё циклоидальное решение для ( ) (0)f x f , и таким образом найдем: 
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Эта формула даст решение уравнения Абеля.  

Поступая аналогично предыдущему, воспользовавшись вместо (2) формулой 
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получим решение обобщенного уравнения Абеля в виде: 

1 10

(0) ( )
( )

( )

ssin f f z dz
s

s s z 




 − −

 
= + 

− 
 . 

Наша цель является с большой точностью вычислить интеграл 
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Метод оптимальных квадратурных формул 

Рассмотрим квадратурную формулу вида 
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в пространстве Соболева 
( )

2 (0, )mL t .[13-16] 

Здесь 
( )

2
( ) (0, ), 0mx L t t    произвольное конечное число, ,

t
h N m

N
=  натуральное число, 

( )[ ]C   -коэффициенты квадратурных формул,[ ] = , = , =1,2,..., 0 < <1, > 0
t

h h N t
N

   . 



Periodica Journal of Modern Philosophy, Social Sciences and Humanities 
Volume 13 December, 2022 

 

194 
https://periodica.com 

Теорема 1. Коэффициенты оптимальных квадратурных формул вида (4) при = 0  в пространстве 

(1)

2 (0, )L t  определяются формулами  
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Доказательство теоемы (см.[7]). 

Теорема 2. Среди квадратурных формул вида (4) при = 1  в пространстве 
(2)

2 (0, )L t  существует 

единственная оптимальная квадратурная формула коэффициенты которой определяются формулами, 

т.е. оптимальные коэффициенты имеют вид [38-43]  
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Доказательство теоемы (см.[8]). 

Теорема 3. Коэффициенты оптимальных квадратурных формул вида (4) при = 2  в пространстве 
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2 (0, )L t  выражаются формулами 
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Доказательство теоемы [9]. 

Численные приложения 

В этом разделе мы применяем новую технику для построения аналитических решений линейных 

обобщенных интегральных уравнений Абеля. Численные результаты очень обнадеживают [44-50]. 

Пример 1.Решить обобщенное интегральное уравнение Абеля 
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Решение интегрального уравнение имеет вид 
2( )x x =  

Таблица 1. Численные результаты полученные методом оптимальных квадратурных формул 
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1m =  

Погрешность 

2m =  

0.1 0.01001266007 0.009999929847 0.009999999996 1.26(-5) 7.01(-8) 

0.2 0.04005064032 0.03999971946 0.03999999998 5.06(-5) 2.81(-7) 

0.3 0.09011394066 0.08999936856 0.08999999995 1.14(-4) 6.31(-7) 

 

Пример 2. Решить обобщенное интегральное уравнение Абеля 
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Решение интегрального уравнение имеет вид  
2( )x x =  

Таблица 2. Численные результаты полученные методом оптимальных квадратурных формул. 
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Погрешность 

1m =  
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2m =  

0.1 0.01001008169 0.009999975974 0.01000000000 1.01(-5) 2.40(-8) 

0.2 0.04004032676 0.03999990388 0.04000000001 4.03(-5) 9.61(-8) 

0.3 0.09009073517 0.08999978366 0.08999999998 9.07(-5) 2.16(-7) 

 

Пример 3.Решить интегральное уравнение Абеля 
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Таблица 3. Численные результаты полученные методом оптимальных квадратурных формул. 
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1m =  2m =  3m =   

0.5 0.6351540613 0.6350319232 0.6350318665 0.6350318720 1.22(-4) 5.12(-8) 5.5(-9) 

0.6 0.7472466136 0.7470402800 0.7472466136 0.7470401731 2.06(-4) 1.07(-7) 1.12(-8) 

0.7 0.8675128921 0.8671877786 0.8671875571 0.8671875857 3.25(-4) 1.93(-7) 2.86(-8) 

 

5. Выводы 

Разработан новый метод, основанной на оптимальных квадратурных формулах, которая применяется 

для получения точных решений обобщенных линейных интегральных уравнений Абеля. 
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